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摘  要：作为一种应用于多跳网络的低复杂度两步式编码技术，分批稀疏（batched sparse，BATS）码的传输

性能与传输矩阵的秩分布直接相关。现有文献在假设各链路丢包率均为常数的前提下，研究了分批稀疏码在

纠删信道下的秩分布。然而，在一些场景（如工业互联网），大量的移动节点部署在整个网络中，可能导致节

点之间的信道变成时变信道，即链路上的丢包率随时间变化而变化。因此在假定网络中各节点之间链路丢包

率随机变化的场景下，研究了随机线性网络编码（random linear network coding, RLNC）和系统重编码作为内

码编码方案时，分批稀疏码传输矩阵的秩分布，推导了链路丢包率服从有限区间正态分布情况下归一化秩期

望的闭合解，并通过蒙特卡洛仿真验证了该闭合解的正确性。 
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Abstract: As a two-step coding technique applied in multi-hop networks with a low complexity, the transmission 

performance of batched sparse (BATS) code was directly related to the rank distribution of the transfer matrix. Based 

on the assumption that the packet loss rate of each link on the erasure channel was constant, the rank distribution of 

the batch sparse codes on the erasure correction channel had been widely studied. However, in some scenarios such as 

the industrial Internet, a large number of mobile nodes were deployed in the whole network, which may cause the 

channels among nodes to become time-varying, that was, the packet loss rate on the link may vary with time. There-

fore, under the assumption that the link packet loss rate between nodes in the network changes randomly, the rank 
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distribution of batched sparse code transmission matrix was studied when random linear network coding (RLNC) and 

system recoding were used as inner coding schemes, and the closed solution of normalized rank expectation was de-

duced when the link packet loss rate obeyed the finite interval normal distribution. The correctness of the closed solu-

tions was verified by Monte Carlo simulation. 

Key words: BATS code, random linear network coding, system recoding, rank distribution, time-variant channel 

 

0  引言 

在无线网络中，从源节点到宿节点之间的直

接链路往往是不可达的，因此多跳的通信方式变

得十分重要。在多跳通信网络中，部分节点作为

网络中间节点通过逐跳转发的方式将接收的数据

包传输到宿节点。由于噪声、干扰或者信道失真

等影响，在多跳网络中传输的数据包仍然可能以

一定概率出现丢包的现象，此时可使用网络编码[1]

处理丢包问题。 

作为多跳网络中的一种新型信道编码方案，

同时也是传统随机线性网络编码（random linear 

network coding, RLNC）[2]的加强型方案，分批稀

疏（batched sparse，BATS）码是一种能够在丢包

网络中改进网络性能的编码方案[3]。分批稀疏码

提供了一个两段式编码框架，源节点处的外码（喷

泉码的矩阵形式）在理论上可以生成无限数量的

批次数据包（batch），而内码（采用线性网络编码）

则在网络中间节点处对属于同一个批次的数据包

进行再次编码。分批稀疏码适用于任何允许在中

间节点上进行线性网络编码的网络。由于端到端

的操作为线性编码，因此分批稀疏码对动态网络

拓扑和丢包具有鲁棒性。此外，分批稀疏码可以

在较小的有限域下运行，相比之下，现有的随机

线性网络编码虽然可以使网络吞吐量达到网络容

量[4-5]，但也需要较大的场大小去保证传输矩阵为

满秩。分批稀疏码解决了基于块的方法的顺序调

度的反馈问题：由于无速率的特性，批次的顺序

调度不需要反馈。同时，分批稀疏码解决了基于

喷泉码的方法的度分布问题，因为分批稀疏码的

内码不会改变批次的度值[3]。 

与传统的随机线性网络编码相比，分批稀疏

码能够显著降低编码开销和译码复杂度[6]，同时

由于不再需要为每个数据包发送 ACK/NACK 反

馈信息，分批稀疏码的无速率特性还能明显简化

传输协议[7]。另外，分批稀疏码在网络中间节点

仅需要进行有限域运算，因此 BATS 码适用于网

络中间节点存储空间有限、数据传输量巨大且对

时延敏感的数据传输场景[6]。同时，对不同的 5G

应用场景[8]，如增强型移动宽带（enhanced mobile 

broadband，eMBB），结合丢包率、时延等性能指

标要求以及节点处理能力，也可以有针对性地设

计相应的分析稀疏码传输协议。 

目前，国内外诸多学者在许多方面对 BATS

码进行了研究与优化。Yang 等[9]首先提出了一

种简单的支持分批稀疏码的网络协议，称为

BATS-Pro-0，该协议由上到下将信息传输的框

架分为应用层、传输层、网络层、链路层和物

理层，演示了如何使用分批稀疏码在网络中进

行通信，并为后续的研究提供了一个最基本的

协议。 

由于秩分布决定了数据传输的最大可达速

率，因此秩分布是在分析分批稀疏码性能时的一

个十分重要的参数，目前已有相关文献研究了分

批稀疏码在不同网络拓扑和结构下的秩分布。

Yang 等[7]基于 BATS-Pro-0 协议，研究分析了

RLNC 重编码作为内码编码方案时分批稀疏码的

归一化秩期望，并提出了一个批的秩在网络中的

每个节点上形成一个马尔可夫链[7]，推导得到删

除信道下 RLNC 重编码的最大可达速率，即在批

次数足够大的情况下，该速率会收敛到一个常

数，该数值只随丢包率变化。之后 Yang 等[7]对
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RLNC 重编码进行改进，提出系统重编码作为内

码编码的方案并分析其秩分布。该方案在批次数

足够大的情况下与 RLNC 重编码的最大可达速

率相同，但在批次数较小时有着更明显的优势。

作为一种新的编码技术，其在计算开销和重编码

时延上都要低于 RLNC 重编码，同时在相同节点

上的秩期望也更大，因此，以系统重编码作为分

批稀疏码的内码会获得较 RLNC 重编码更优的

性能。同时根据线性重编码，Yin 等[10]提出了自

适应重编码方案，Yang 等[7]提出了一个批在下一

跳上的秩期望，Yue 等[6]在此基础上研究了两种

能够应用于工业互联网上行链路的分布式分批

稀疏码的秩期望。 

网络编码可分为确定网络编码和随机网络

编码。为了能够设计出高效的确定网络编码，通

常需要获取信道状态的相关信息[11]。而随机线性

网络编码达到较高的编码增益的代价是较高的

编码开销[12]。为了降低编码开销，各种稀疏随机

线性网络编码方案被提出[13-16]。 

Sehat 等[17]分析了稀疏矩阵秩的概率分布，指

出稀疏网络编码的提出正是为了解决牺牲通信负

载而造成的巨大计算复杂度的问题。Li 等[18]也研

究了稀疏随机线性网络编码传输矩阵非奇异的概

率。此外，Li 等[19]分析了稀疏随机线性网络编码

译码失败概率，将求解译码失败概率问题转换为

随机传输矩阵秩分布问题，而该问题同样可以通

过矩阵零模式来解决，得到秩分布的上限和下限，

进而可以得到译码失败概率。 

然而上述文献的研究都基于时不变信道，即

假定各条链路上的丢包率均为常数。正如前文所

述，分批稀疏码是一种多跳信道编码机制，该机

制不仅能够应用在固定节点上，同样也适用于移

动节点。而在节点移动的场景下，链路的丢包率

将很难保持恒定不变。本文作者在文献[20]中提出

了时变信道下的分批稀疏码传输模型，讨论了网

络中间节点使用 RLNC 重编码时，分批稀疏码在

时变信道下的秩分布，在该信道下，各链路上的

丢包率假定为随机变量而不是固定值。基于此，

本文进一步对时变信道下分批稀疏码的秩分布展

开研究，重点研究了链路丢包率服从有限区间正

态分布时的秩分布且阶数 k 为任意值时，RLNC

和系统重编码的归一化秩期望的通用闭合解。 

1  分批稀疏码 

1.1  外码编码 

分批稀疏码是随机线性网络编码的加

强型方案，该编码方案分为外部和内码两

部分。外码在源节点处生成批 X i，一个包

含 M 个已编码数据包的批通常利用 K 个输

入数据包的子集生成，即：  
 i i i= ×X B G  （1） 

其中，M 列矩阵 Gi 是第 i 个批的生成矩阵，而 Bi

则是 K 个输入数据包的一个子集。令 idg 表示第 i

个批的度，即批中原始数据包的个数。一般情况

下，批的度为一个随机数，其服从的随机分布称

为度分布，度分布是在设计分批稀疏码外码时的

一个十分重要的参数。 
1.2  内码编码 

内码编码是指在网络中间节点将接收的属于

同一个批的数据包进行重编码，将得到的编码数

据包转发至下一节点。 

分批稀疏码的内码通常采用随机线性网络编

码的重编码方案，该方案有较大的计算开销和重

编码时延。 

文献[7]提出了基于系统重编码（systematic 

recoding）的内码方案。作为一种新的编码技术，

系统重编码在计算开销和重编码时延上都要低于

RLNC 重编码，同时在相同节点上的秩期望也更

大，因此，以系统重编码作为分批稀疏码的内码

会获得比 RLNC 重编码更优的性能。在系统重编

码的内码方案中，假设网络中间节点接收 k*个属

于同一个批的数据包，r 是 k*个数据包中线性无关
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数据包的数量。令 'M 表示系统重编码生成并转发

至下一节点的数据包数量。系统重编码按照如下

步骤进行。 

步骤 1  从接收的数据包中选择 r 个线性无

关的数据包作为重编码数据包的一部分。 

步骤2  从步骤 1选择的 r个线性无关的数据

包中使用随机线性网络编码生成 'M r− 个编码数

据包。 

链路间的丢包率可建模为对角矩阵 E，其中，

对角线元素为 0 的概率对应链路上的丢包率 ε 。

中间节点的系统重编码矩阵为Φ，其中Φ的前 r

列构成一个单位矩阵，后 'M r− 列中的元素在有

限域内随机取值[3]。因此，第 n 个节点收到的数

据包 Y 为： 

 1 1 2 2 1 1n n n− −=Y XEΦ E Φ Φ E Φ  （2） 

定义转移矩阵 1 1 2 2 1 1n n n− −=H E Φ E Φ Φ E Φ ，

式(2)可进一步表示为： 

 = ×Y X H  （3） 

2  时变信道下的归一化秩期望分析 

2.1  时不变信道下的归一化秩分布 

文献[7]讨论了在时不变信道下基于线性重编

码的分批稀疏码的归一化秩分布。在一个长度为 l
的线性网络中，其中 0R 表示源节点， lR 表示宿节

点。令 , 0,1, ,n n lπ = 表示一个批在第 n 个节点处

的秩分布，其是一个含 M+1 个元素的向量，且一

个批在节点 , 0,1, ,nR n l= 处的秩形成一个马尔

可夫链。假设 P 表示重编码时该马尔可夫链的概

率转移矩阵，因为数据包在传输过程中，其转移

矩阵 H 的秩不可能增大，所以 P 为下三角矩阵。

若所有节点使用相同的重编码方案生成 M 个数据

包发送至下一节点，则： 

 0π π ( )n
n = P  （4） 

并有 0[ ] 1Mπ = 。因此要计算在第 n 个节点 nR

处的秩分布 nπ ，仅需要计算概率转移矩阵 P。设

宿节点 lR 接收 r 个数据包，则其归一化秩期望可

表示为： 

 
1

[ ]1 M

l
r

r
M

rπ
=
∑  （5） 

2.2  时变信道下的归一化秩分布 

在时不变信道秩分布的基础上，对时变信道

下的归一化秩分布进行分析。一个长度为 l 的线

性网络中任意节点 , 1,2, ,nR n l= 接收到批的秩

分布同样记为 nπ 。假设任意节点 nR 接收数据包并

重 编 码 生 成 M ′ 个 数 据 包 。 定 义 向 量

1 2[ , , , ]nε ε ε ε= ，其中第 t 个元素 tε 表示第 t 跳链

路上的丢包率。为方便分析，假定 , 1,2, ,t t nε = 是

服从独立同分布的连续随机变量，有着相同的概

率 密 度 分 布 函 数 ( )f ε 。 因 此 在 任 意 节 点

, 1,2, ,nR n l= 处秩分布 nπ 与ε 的条件秩分布为： 

 0 1 2n n nPεπ π ε π= ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ P P P  （6） 

其中，Pn 为第 n 个节点的概率转移矩阵，其会因

不同的重编码方案而有所区别。因此秩分布与 ε

的联合概率密度分布可以表示为： 

 , |[ ], ( )n nn fPε επ π ε π ε×= =  （7） 

其中， ( )f ε 表示向量 ε 中所有元素的联合概率密

度分布，由于 , 1,2, ,t t nε = 是独立同分布的随机

变量，故 ( )f ε 可以表示为： 

 1 2( ) ( ( ) ( )) nf f f fε ε ε ε=  （8） 

所以式（7）可以表示成： 

 [ ] [ ] [ ]0 1 1, 2 2( ) ( ) ( )n nn f f fεπ π ε ε ε= × ×P P P  （9） 

因此一个批在节点 iR 处的秩分布可以通过计

算边缘概率分布得到： 

0 1 1 1 2 2 2( )d ( )d ( )dn n n nf f fπ π ε ε ε ε ε ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫P P P  

  （10） 

假设各个节点采用相同的重编码方案，则： 

 1 2 n= = = =P P P P  （11） 

又因为 , 1,2, ,t t nε = 服从独立同分布，故有： 
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1 1 1 2 2 2( )d ( )d ( )dn n nf f fε ε ε ε ε ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫P P P

  （12） 

式（10）可以简化为： 

 0 ( )d
n

n fπ π ε ε⎡ ⎤= × ⎣ ⎦∫P  （13） 

式（13）表明，若要计算节点 nR 的秩，需要

结合具体的重编码方案与概率密度分布函数进行

分析，因此，本文将基于不同的信道条件以及不

同重编码方式对线性网络中的分批稀疏码秩分布

进行分析。 

2.3  有限区间正态分布 

在时变信道中，链路上的丢包率总是分布在

有限区间，因此本文假设 ε 服从有限区间正态分

布，其概率密度分布函数 fk(ε)为： 
2

1 2[ 1] ,
( )

0

(2 1)!! ( 1) ( )
2
 

!
 ,

k
k

k
k

k
f k a

a
a

aμ μ ε μ
ε

ε
+

⎧ −
− − +⎪=⎨

⎩

+

⎪

−
≤ ≤

其他

 

  （14） 

其中，k、a 和 μ分别表示有限区间正态分布的阶

数、有限区间半区间长度和有限区间的均值。有

限区间正态分布概率密度函数如图 1 所示，可见

不同阶数 k 所对应的曲线。 

 
图 1  有限区间正态分布概率密度函数 

当有限区间正态分布的阶数为 0 时，概率密

度函数为： 

 
1( ,)

2
af

a
aμ εε μ−= +≤ ≤  （15） 

有限区间正态分布的阶数为 1 时，概率密度函

数为： 

 
2

3

3 3( )
4 4

,( )f
a a

a aεε μ μ ε μ−
− −= +≤ ≤  （16） 

2.4  时变信道下 RLNC 重编码的归一化秩期望 

文献[20]研究了有限区间正态分布阶数为 0

和 1 时，RLNC 重编码在时变信道下的秩分布并

推导了闭合解。本节将阶数从 0 和 1 推广到更具

有一般性的自然数 k，讨论任意阶数下 RLNC 重

编码在时变信道下的秩分布及其闭合解。 

假设一个节点接收一个秩为 i 的批，且采用

系统重编码作为内码编码方案生成 M 个编码数

据包并发送到下一节点，对于 0 j i M≤ ≤ ≤ ,有： 
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其中， ,( 1) ( )
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因此，当 0 j i M≤ ≤ ≤ 概率转移矩阵的期

望为： 
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对其应用两次二项式定理进行展开可得： 
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对丢包率ε 积分得： 
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其中， 21
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考虑当有限区间正态分布的阶数为 0 和 1 时

这两种特殊情况，将 k=0 代入式（19）得： 
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将 k=1 代入式（19）得： 
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式（20）和式（21）所示的结果与文献[20]

中的一致。 

2.5  时变信道下系统重编码的归一化秩期望 

基于文献[20]所述的 RLNC 重编码在时变信

道下的秩分布研究思路，本节讨论采用系统重编

码作为内码时，分批稀疏码在时变信道下的归一

化秩期望，并推导求解出 k 在任意值下，归一化

秩期望的闭合解。 

假设一个节点接收一个秩为 i 的批且采用系

统重编码作为内码编码方案生成 M ′个编码数据

包并发送到下一节点，对于 0 j i M≤ ≤ ≤ ，有： 
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其中， 0 ( )v i M ′∨ + − 表示取两个实数的较大值。 

现在考虑将系统重编码应用于分批稀疏码的

内码，对于0 j i M′≤ ≤ ≤ 有： 
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其中： 
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考虑 MM ′ = 的情况，则： 
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其中： 
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因此，概率转移矩阵的期望为： 
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当 0 j i M<≤ ≤ ，对积分中的多项式进行二

项式定理展开得： 
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同理，当 0 j i M=≤ ≤ ，对可得概率转移矩

阵的期望为： 
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综上所述概率转移矩阵的期望为： 
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其中， 21
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当有限区间正态分布的阶数为 0 时，将 k=0

代入式（30），有： 
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当有限区间正态分布的阶数为 1 时，将 k=1

代入式（30），有： 
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其中，
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3  仿真结果与分析 

本节基于蒙特卡洛仿真对以上结论的数值

分析的结论进行验证，数值计算与仿真参数见

表 1。 

表 1  数值计算与仿真参数 

参数 描述 取值 

μ  有限区间分布的均值 0.2 

a  有限区间分布的半区间长度 0.13 

k  有限区间正态分布阶数 0, 1, 2, 3 

mq  基域 2, 256 

M  批大小 8, 16, 32 

 
图 2～图 5 分别是有限区间正态分布的阶数

为 0、1、2 和 3 时基于系统重编码的分批稀疏码

归一化秩期望仿真结果。可以看出，随着网络长

度的增加，归一化秩期望逐渐减小，且数值分析

结果与蒙特卡洛仿真结果完全吻合。此外，对比

图 2～图 5 可以发现，当基域 mq 、批大小 M 和网

络长度 L 相同时，有限区间正态分布阶数越大，

系统重编码的归一化秩期望越大。如当 =256mq 、

M = 32、L = 20 时，k = 3 对应的重编码方案具有

更高的归一化秩期望。 

 
图 2  k = 0 时基于系统重编码的分批稀疏码归一化秩期望 

 
图 3  k = 1 时基于系统重编码的分批稀疏码归一化秩期望 

 
图 4  k = 2 时基于系统重编码的分批稀疏码归一化秩期望 

 
图 5  k = 3 时基于系统重编码的分批稀疏码归一化秩期望 
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为了比较时变信道下基于系统重编码与基于

RLNC 重编码的归一化秩期望，图 6～图 9 给出了

当有限区间正态分布阶数 k = 0、1、2 和 3 时基于

RLNC 重编码的分批稀疏码归一化秩期望，其中数

值计算的结果根据式（19）计算所得，其结果与蒙

特卡洛仿真相吻合。此外，对比图 2 与图 6、图 3

与图 7、图 4 与图 8、图 5 与图 9，可以发现当 mq 、

M 和 L 较小时，基于系统重编码的分批稀疏码比基

于RLNC重编码的分批稀疏码具有更好的归一化秩

期望；当基域 mq 较大时，基于系统重编码的分批稀

疏码与基于RLNC重编码的分批稀疏码具有近乎一

致的性能。因此，若基域 mq 较小时，使用系统重编

码来传输数据具有更好的性能。 

 
图 6  k = 0 时基于 RLNC 重编码的分批稀疏码归一化秩期望 

 
图 7  k = 1 时基于 RLNC 重编码的分批稀疏码归一化秩期望 

 
图 8  k = 2 时基于 RLNC 重编码的分批稀疏码归一化秩期望 

 
图 9  k = 3 时基于 RLNC 重编码的分批稀疏码归一化秩期望 

4  结束语 

本文分析了在时变信道下基于系统重编码的

分批稀疏码秩分布，通过将信道链路上的丢包率

建模成随机变量，得到了时变信道下秩分布的通

用表达式，同时，本文进一步研究了链路丢包率

服从有限区间正态分布时的秩分布且阶数 k 为任

意值时，RLNC 和系统重编码的归一化秩期望的

通用闭合解。随后通过蒙特卡洛仿真，验证了该

闭合解的正确性与通用性。本文的研究均基于多
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跳线性网络模型，在实际生产生活中，无线网络

的模型会更加多样。因此，对于更贴近实际生

活的诸多非线性网络环境下，分批稀疏码在时

变信道下的秩分布也同样具有研究价值，后续

可进一步进行理论分析，探讨线性网络下的诸

多结论和性质是否同样适用于其他非线性网络

模型。 
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